Resumen— Este articulo trata sobre la elaboraciéon de un
modelo matemdético para un robot movil de tres ruedas
mediante la utilizacion de las ecuaciones de Appel, en este
modelo se tomd en cuenta la cinemética y la dindmica del robot
movil.

En este estudio el robot es analizado como un sistema
no-holénomo, lo que permite unificar aspectos cinematicos,
dindmicos, electro-mecanicos y geométricos del robot, en un
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solo sistema de ecuaciones diferenciales. La mayoria de los
modelos utilizan el formalismo estandarizado de Lagrafian
para modelar el comportamiento de robots méviles, a pesar
que no es aplicable a sistemas con enlaces no diferenciables,
siendo una opcién la utilizacion de las ecuaciones de Appel
para sistemas no-holénomos.

Palabras clave-- Ecuacién de Appel, modelo matematico, robot
movil, sistema mecanico, trayectoria.
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Definicién del Modelo Matematico

La mayorfa de los métodos utilizados para modelar la
dindmica de los robots moviles utilizan la metodologia mediante
la utilizacién de las ecuaciones de Lagrafiian de segundo género,
a pesar que existen métodos no menos interesantes como por
ejemplo mediante la utilizacién de las ecuaciones de Appel para
sistemas no-holénomos.

La dindmica de los sistemas no-holénomos se
utilizan cuando el formalismo estandarizado de Lagrafian
no es aplicable a los sistemas con enlaces no diferenciables,
es decir las ecuaciones de los enlaces definidas a partir de las
coordenadas generalizadas a;,y las velocidades generalizadas q;
(Borizov, 2002) como:

f;(q!é’t) = 0’ i= l:---,k: q= (qll'"!qn)

No pueden ser presentadas en forma integral
(Herz, 1910)  F,(g,#)=0, en este caso las ecuaciones de
Appel son una solucion, las cuales se escriben como:
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Donde la funcion S, es la energia de la aceleracion
del sistema (Lurye, 1961), calculada tomando en cuenta las
ecuaciones de los enlaces, o las funciones de Appel, y 1 es el
vector de las fuerzas generalizadas.

Para modelarel movimiento del robot mdvil de ruedas
propuesto en este articulo se utilizd un modelo (Martinenko,
2003) donde la posicion del robot es determinada mediante
siete coordenadas generalizadas que forman el vector g:

T
q=|1,}’,'!’,ﬁ»ﬁ°1,¢12,€03 (M)

donde x, y son las coordenadas del punto A (que es el centro
de la linea que une las ruedas motrices); ¥ es el dangulo de giro
de la plataforma, contabilizado desde el eje x; B8 es el angulo de
giro del soporte de la rueda royal en relacion a la plataforma,
®1, ®2, ©3 dngulos de giro de las ruedas en relacion con los ejes
horizontales.

El movimiento del robot se analiza en relacion a un
sistema de coordenadas estacionario OXY. El sistema de las
coordenadas movil Ax,y, con centro en el punto A, estd fijo en
plataforma del robot.

El eje x,, es perpendicular al trozo que une los centros
de las ruedas motrices, y es habitualmente el eje de simetria
del robot. La traccién a las ruedas motrices es independiente
determinada porlos motoresdeiguales caracteristicasinstalados
en las ruedas y son controlados mediante tensiones aplicadas a
los motores correspondientemente: U, - para la rueda izquierda
y U, - para la rueda derecha.
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El movimiento de todas las ruedas transcurre sin
friccion lo que conlleva a cinco ecuaciones independientes
de los enlaces no-holdénomos. Asi, el robot tiene dos grados
de libertad y en calidad de las seudo-velocidades V, Q es
conveniente escoger larelacion ¥ = Xcosy + ysiny
que es la velocidad del punto Ay la velocidad angular de la
plataforma Q =Y.

El vector de la velocidad del centro de la tercera
rueda estd en el plano de esta rueda. Esta condicién representa
el enlace no-holénomo, que se puede escribir mediante la
ecuacion:

p+Q= %sin ﬁ—QTbCOS £ Q

Esta ecuacion permite calcular la velocidad angular

del soporte de la rueda delantera.
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Figura 1. Esquema del robot maovil

Generalmente la masa de la rueda royal con su
soporte son insignificantes en comparacion con la masa de la
plataforma lo cual al momento de definir la ecuacién de Appel
no se toma en cuenta.

Con estas consideraciones la expresion de la funcion
de Appel tiene la forma siguiente:

S:%m[(l"+§22a)2+(—$:2a+VQ)2]+%I¢(Qz+Q") 3)

donde m es la masa de la plataforma del robot, V es la velocidad,
Ic?=mp? es el momento de inercia y p es el radio de inercia de
la plataforma del robot relativo al eje que pasa por el centro de
masas.

La masa de las ruedas motrices incrementa los
coeficientes inerciales en la ecuacién (3) pero no influyen en la
estructura de la funcion de Appel.

La potencia de los momentos de los motores que
actuan sobre las ruedas motrices del robot son:

- - 1 l
N=(M, o)+ M08 = ;(ﬁ’f{. "”MR)V""';(_'ML +M)Q 4)

donde @g,@x son las velocidades angulares de las ruedas
motrices, | es la mitad de la distancia entre las ruedas motrices
y res el radio de la rueda motriz.



Los coeficientesdelas seudo-velocidadesenlaférmula
(4) determinan las fuerzas generalizadas en las ecuaciones de
Appel.
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De esta forma en calidad de modelo matemético
completo del robot movil se puede considerar el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales siguiente:
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donde I,=I+ma’es el momento de inercia del robot movil en
relacion al eje que pasa por el punto A, V. velocidad del centro
de la tercera rueda.

Para modelar el comportamiento de los motores de
corriente continua nos limitamos al modelo (Devianin 1999)
siguiente:

2
My=cnUy— @i
E

2
M,=enU, -2 @ -an )
¥

donde C,, C, son las caracteristicas técnicas del electromotor,
U, . U,sonlos voltajes actuantes en el motor izquierdoy derecho,
n es larazdon de transmision del reductor.

Simulacion de Movimientos Programados

Movimiento programado es aquel movimiento
mediante el cual uno de los puntos del robot (que puede
ser un radar u otro dispositivo de control) se mueve por una
curva con una velocidad dada. La determinacion de los
voltajes necesarios para que el robot siga por una determinada
trayectoria con cierto grado de exactitud se tratan en muchos
trabajos (Martinenko 1999-2002, Kolmanovsky 1995, Samson
1993) y es similar al primer problema de la Dindmica que en
la Mecéanica de Newton equivale a la definicién de las fuerzas
por un movimiento conocido de un punto material y que en
la Mecénica Analitica de Lagrafiian equivale a la construccién
de los campos de fuerza por una variedad dada de curvas
integrales en el espacio de configuracion. Desde el punto de

vista matemdtico estos problemas cldsicos se reducen a la
obtencion de la parte derecha de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, para las cuales las trayectorias dadas son sus curvas
integrales.

Concretamente para el robot de la Figura 1,
determinamos un movimiento programado del punto M
ubicado en elrobot en un sistema de coordenadas fijo, mediante
funciones suaves del siguiente tipo.

X4H=XM(I),YM =Y:M‘(t)_ ®)

En la Figura 2 tenemos las trayectorias programadas
del punto M, que se mueve con una velocidad de V, =1m/s
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Figura 2. Trayectoria programadas del punto M:
a- trayectoria compuesta de 2 de circunferencia de R=1m, b- trayectoria

lineal.

La proyeccion de la velocidad del punto M en eje de
coordenadas fijo serdn funciones continuas del tiempo

Viw =V () =Y
Vi =Viae =X, )

Algunas caracteristicas de los problemas que
representan sistemas no-holénomos, son las restricciones que
presentan al momento de definir trayectorias programadas.
En este caso la ecuacion de relacion -V, sin¥ + V, cos¥ =
0 da como resultado la imposibilidad de definir al azar las
coordenadas angulares del robot, el angulo de curso del robot
debe ser la resolucion de la ecuacion diferencial de primer

orden:
dy ~V,ysiny+V,, cosy
= (10)
dt b, cosy

donde b,, cosy y b, siny son los coordenadas del punto M en el
sistema de coordenadas movil Ax,y,.
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Figura 3. Relacién del dngulo de curso en funcién del tiempo:

a- trayectoria curvilinea, b- trayectoria lineal.
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La integracién de la ecuacion (10) con condiciones
iniciales W(0) =W 0 permite encontrar la ley de cambio del dngulo
de curso W. Y el médulo de la velocidad del punto A se determina
mediante la formula:

_ Vg cosly +7)+V,, sinfy +7)

vV
cosy an

El médulo Vde la velocidad del punto Ay la velocidad
angular del robot deben satisfacer las ecuaciones dindmicas,
que se obtienen de reemplazar (7) en (6)
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Después de reemplazar (10) y (11) en (12) se puede
obtener un sistema de ecuaciones algebraicas (13) de donde
encontramos los voltajes U, y U, que corresponden a la
realizacion del movimiento programado (8).

o —lamre, + Ui’V — omaQVr® — 2z PQ—, ar ol l-fmr“c,
e, +e)emr
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(13)
Resultados de la Modelacién del Problema Directo

A continuacion se presentardn los resultados de
la simulacién cuando en punto M se mueve por diferentes
trayectorias con una velocidad constante V,=Tm/c , con una
masa de la plataforma del robot m=12 kg y con pardmetros r
=0,08 m; I=0,2 m; h=0,56 m; c1,c2=0,084 H.

En las Figuras 4 y 5 se presenta los resultados de la
resolucion del problema directo para diferentes trayectorias del
punto M.
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Figura 4. Voltaje en los motores para la trayectoria curvilinea:

a- motor derecho, b- motor izquierdo.
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Figura 5. Voltaje en los motores para la trayectoria rectilinea:

a- motor derecho; b- motor izquierdo.

En la Figura 6. se representa la trayectoria del punto
A con diferentes valores de dngulo ¥, en comparacion con las
trayectorias del punto M.

Figura 6. Trayectoria del punto A con diferentes valores del dngulo:

a- trayectoria curvilinea; b- tryectoria lineal.

Conclusiones:

El modelo matematico obtenido mediante la
utilizacion de las ecuaciones de Appel, permiten de forma
clara modelar el movimiento del movil por varios tipos de
trayectorias.

La masa de las ruedas incrementan los coeficientes
inerciales pero no afecta en la estructura de las ecuaciones de
Appel.

Algun grado de dificultad impone determinar la
funcion de la energia de la aceleracién del sistema.

Dependiendo de las trayectorias que a de seguir
el robot se definen las secuencias de voltajes enviados a los
motores del robot.

Para la resolucién analitica de las ecuaciones
del modelo matemético del movil se utilizd el paquete
computacional MathCad, lo que permitié ahorrar tiempo, vy
tener una idea clara acerca del posible del movil al seguir las
trayectorias rectilinea y curvilinea.
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